
北一女  挑戰甄選 (第四期 )參考答案  
 
1 設 ( ) ))(( βα −−= xxxp ，則 a=+ βα ， b=αβ   
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所以取 αββα +++−= mmmn )(2 時，  
n為整數且 ( ) ( ) ( )npmpmp =+1    得證 . 

 

2  當有理數 r使 124 ≤−r 時，
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12 ≤−r , 即
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   亦即，
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對任意
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 令 N
r

r
n ∈

−
=

427
14
，則 01427 4 =+− rnr  

 取
n

k
1

= 時， 0427 4 =+− krkr  

 上式可化為 031281 4 =+− krkr  
 即可得 013121811881 224 =−+−++− krkrrr  
 即 0)1(3)1(12)13(2)19( 222 =−+−−−+− kkrrr  
 亦即 0)41)(1(3)13(2)19( 222 =−−+−+− rkrr  

 由此可得 0)41)(1( ≤−− rk ，又因為
4
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≥r , 

 所以 01≥−k ，即 1≥k ，亦即 1≤n , 但 Nn ∈ ，所以 1=n . 

 所以 1
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=
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r

r
，即 01427 4 =+− rr ,即 0)123()13( 22 =++− rrr ，  

所以
3
1

=r ,  因此滿足此已知條件的
4
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=r 或
3
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3 設 n為正整數且 2n 的所有各個位數的數字和為 n，設 n的位數為
m，且 ( )2nS 表示 2n 的位數的各個位數的數字和。我們可知 2n 的位

數不超過 m2 ，且每個數字不超過 9，所以 ( ) mmnS 18922 =⋅≤ 。另

一方面 110 −≥ mn ，且當 3≥m 時， 11018 −< mm ，所以 ( ) nnS <2 也成立，

因此，我們可確定 1=m 或 2=m 時，才能有 n使得
( ) 362182 =⋅≤= nSn  

因為 ( )22 nSn ≡   )9(mod  
所以 02 ≡− nn   )9(mod ，即 )1( −nn 是 9 的倍數。  

由此可得到所有 n為 1，9，10， 18，19，27，28，36 
使 )1( −nn 為 9 的倍數，這些數中只有 1，9 為所求。  

 
4 （用歸納法證之）  
（1） 當 0=n 時，此時 ( )xf 為常數多項式，即 ( ) 0axf = ，又  

 ( ) 0
0 10 afr −=− ， ( ) 0

1 1 arfr n −=−+   

 如果 01 a− ， 0ar − 均小於 1，則

21)1()(1 0000 <−+−≤−+−=− aaraarr ，  

此時， 212 <−<− r ，因此 3<r 與已知不合，所以 0ar − ， 01 a− 中

至少有一個不小於 1，即 0=n 時，此命題成立。  
（2） 假設 kn ≤ 時，命題成立，我們欲證 1+= kn 時，命題也成立。 

 令多項式 ( ) ( ) ( ))1(
1

1
xfxf

r
xg −−

−
= ，因 ( )xf 為 1+k 次多項式，所

以 ( )xg 的次數不超過 k 次，因此，由歸納法假設可知存在一個 j，
使 10 +≤≤ kj ，  

使 ( ) 1≥− jgr j ，即 ( ) ( ) 1)1(
1

1
≥−+

−
− jfjf

r
r j ，  

亦即 ( ) ( ))1()1(
1

1
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1 1 - ------------------------＊  

又因為 3≥r ，所以 21 ≥−r ，  

由＊式可得 ( ) ( ) 211 ≥−++−+ jfrjfr jj  

也就是 ( )11 +−+ jfr j 與 ( )jfr j − 中，至少有一個數不小於 1，  



且此時 211 +≤+≤ kj ，也表示 1+= kn 時，此命題也成立，  

所以由數學歸納法知此命題成立。  
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（1）因為平行線截出的弦等長，也就是弧 P1Q1， P2Q2，P3Q3的
弧度相等，  

因此∠P3P1P2＝
2
1

P3Q3P2＝
2
1

P3Q3＋
2
1

Q3Q2＝
2
1

P1Q1＋
2
1

Q3P2  

又 A1P1KQ1為平行四邊形，所以∠A3 A1A2＝∠ P1KQ1  

而∠ P1KQ1＝
2
1

P1Q1＋
2
1

Q3P2，所以∠P3P1P2＝∠A3A1 A2  

同理可得∠Q3Q1Q2＝∠A3 A1A2，即∠P3P1P2＝∠Q3Q1Q2  
以同樣的方式可証∠P1P2P3＝∠A1 A2A3＝∠Q1Q2Q3  

所以△P1P2P3∼△Q1Q2Q3∼△ABC 
又△ P1P2P3與∠Q3Q1Q2是在同一個圓的內接三角形  
所以△P1P2P3 ≅△Q1Q2Q3  

 



 
（2）因為 A1P1KQ1為平行四邊形，所以∠A1P1Q1＝∠KQ1P1＝

2
1

P2Q2＋
2
1

P1Q2＝∠P1P2P3＝∠A1A2 A3，  

同理可証∠A1P1Q1＝∠A1A2 A3  
 

O 為△A1A2 A3 的外接圓圓心，我們可証得 111 QPOA ⊥ ，

222 QPOA ⊥ ， 333 QPOA ⊥ ，令 S 為 HO的中點，且 R1，R2，R3 分

別為 P1Q1，P2Q2，P3Q3的中點，則 11 OA//SR ， 22 OA//SR ， 33 OA//SR

（因為 1SR 為△O K A1 的中點連線），所以 S 在 11QP 的中垂線上，

同理可証 S 也在 22QP ， 33QP 的中垂線上，因此 S 是過 P1，P2，

P3，Q1，Q2，Q3 的圓的圓心，也就是已知的點 H，  
所以 O、H、K 三點共線，得証。  


