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1.  (1)先證兩相鄰項的平均數為完全平方數  

為完全平方數

中
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  (2)再證兩相鄰項必互質  
    因為 an為完全平方數，所以 ana n 1, + 的最大公因數 ( ana n 1, + )必

為完全平方  數。令它為 )1)1( 22  ,  122(,2 −+− nn?t = t , 

    可知 t 為 )122()1)1( 22( −−−+ nn 的因數，亦即 t  |  4n+2… … … (1) 

    但 t 為奇數，所以 t  | 2n+1,又 t 必為 ? (1)? ?? ? ? ,1anan ++  

    t  | 122 2 ++ nn … … … ..(2) 
    由 (1) (2)可得 t  |  )12()122( 2 +−++ nnnn ,即 t  |  1 
    因此 ( ana n 1, + )=1, 即兩相鄰項必互質。  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2. (A)數對 a,b，其中一奇一數共可 25 對，這 25 對中，依規定的操
作方式共有 21 組是好數對，其中 (1,6) (2,5) (3,4) (7,8)四組不是
好數對。  

 （ B）當盒子數 n=1 或 n=2 或 n=3 時，很容易檢驗題目所求是可
以產生的，事實上 n=4 時，配合 n=3 的情況，也可以檢驗其結
果也成立，所以我們猜測任意 n 個盒子，此命題都可產生。  

  下面用歸納法證明：  

（1） 當 n=1 時，顯然成立  
（2） 設 n=k 時成立，則 n=k+1 時  
不論 n+1 個盒子怎排列，我們可以盒子內的球數依序排列如
下：     1  2  3  4 … … … … … … ..k–1    k   k+1 
然後從球數最多的盒子內 (k+1 個球的盒子內 )取 k 個球到有
k 個球的盒子內，此時 k 個球的盒子內就有 2k 個球，將這
個盒子內的球取 k–1 個到原來有 k–1 個球的盒子內，依此法
則下去，再將 n–2 個球放入原來有 k–2 個球的盒子內，如此
下列，就會使＊列的位置的球數轉化成  

        2  3  4  … … ..k   k+ 1   1 
的形式。我們稱以上的操作為一輪迴。接著做第二輪迴 (從
有 n+1 個球的盒子開始做起 )，再做第三、四 … ..輪迴，直到
有 k+1 個球的盒子在最右邊的盒子之外，其餘的盒子有
1,2,3,… … ..k–1 ,k 個盒子內的球數，  
由左至右依序有 1 個球，2 個球，3 個球 , … … … k 個球，再
加上最右邊的球，這時候，從左到右的盒子內的球數依序是

1,2,3,… … .k ,k+1，所以當 n=k+1 時，命題也可以完全由歸納
法原理知，此命題是可以完成的。  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. 

    
令此圓的半徑為 r 
如上圖，易知 <O1OO2=90 度且 OOQ 2∆ 及 OOP 1∆ 均為直角三角形，且

為相似三角形。令 sQQtQPxOQyOP ==== 2,,, 1 , 則可得 s：x  = y： t    

s t  =  x  y… … … … ..(1) 

又 QQO 2∆ 中 sxsr 22)( 2 +=−  可得 xrrs 222 −=  

 同理可得 yttr 22)( 2 +=−   ,  yrrt 222 −=  

因此 )22)(22(24 yrxrstr −−= … … … … (2) 

由 (1) (2)可得 yxxyxrxyr 222)22(424 ++−=  

yxxyrrxyyxr 22224)222(2 +−=++  

)2(
2)( 22 xyryxr −=+  又 r  > x  ,  r  > y 

所以 xyryxr −=+ 2)(     xyrPQr −=⋅ 2  

而 PQryxrxyrPQr 224)( 2244244 −=+−≥−=⋅  

所以 rPQrPQ 2442 ≥+ ,  rrPQrPQ 282442 ≥++  

可得 rrPQ 28)2(
2 ≥+ ,      rrPQ 222 ≥+  

所以 ABrPQ )12()12(2 −=−≥ . 
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4. 

 
解：如上圖  

(1)  1. 分別作<B ,  <C 之平分線相交於 I 

2. 在 BI 上任取 P，作 BCPQ ⊥ 於 Q，過 P 作 BC之平行線，並

在其上取  PQPR 2=  

3. 作 BR交 CI於 O2，過 O2作 BCHO ⊥2 於 H 

4. 過 O2作 BC之平行線交 BI 於 O1  

5. 分別以 OO 2,1 為圓心， HO2 長為半徑作圓 O1與圓 O2為所求  

   (2) 正三角形  
   (3) 與 (1)作法相同  
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